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RELEVEMENT GALOISIEN DES REVETEMENTS 
DE COURBES NODALES 

3? . YA.WK'K IIEXKJO 

o 

(N 

Or 

rf) ' Resume. Let R be a complete discrete valuation ring of mixed characteristics, 

with algebraically closed residue field k. We study the existence problem of 
equivariant liftings to R of Galois covers of nodal curves over k. Using formal 
geometry, we show that this problem is actually a local one. We apply this 
local-to-global principle to obtain new results concerning the existence of such 

rh . liftings. 

^H | On fixe un corps algebriquement clos k de caracteristique p > 0, et R un anneau 

de valuation discrete complet de corps residue! k. On note K le corps des fractions de 
R, de caracteristique nulle. Soit Yq une courbe algebrique projective sur k nodale 
(c'est-a-dire connexe, reduite, avec pour uniques singularites des points doubles 
ordinaires), nous appellerons modele de Y sur R un couple (Y, V>), ou Y est un 
schema normal, propre et plat sur R, de fibre generique lisse et geometriquement 
connexe sur K, et ip : Y Xr k — > Yq est un isomorphisme de fc-schemas. Dans ce 
^. ■ travail, nous etudions la question suivante : 

■^j- | Si G est un groupe fini de fc-automorphismes de Yoj agissant librement sur un 

l/~) ■ ouvert dense, existe-t'il un triplet (Y,ip,p), oil : 

/^. ■ - (Y, -0) est un modele de Yq sur R. 

- p : G — > Aut^y est un homomorphisme injectif qui fait commuter le dia- 
gramme : 




" Aut R Y 



o 

a 

Aut fc r 
(ou la fleche verticale associe a un automorphisme a de Aut^y l'automor- 

Soit (Y, if), p) un tel relevement, le quotient X := Y/G est une courbe propre sur 
R, de fibre generique lisse sur K, et de fibre speciale nodale Xq := Yq/G. Ainsi 
le morphisme quotient / : Y — > X est un relevement G-galoisien du revetement 
/o : *0 —* X Q . 

Si le morphisme quotient /o : Yq — > X est etale, et si (A", <f>) est un modele de Xq 
sur R, il resulte de la theorie du groupe fondamental de Grothendieck qu'il existe un 
unique revetement etale G-galoisien Y — > X de fibre speciale fo- Les obstructions au 
relevement sont done lies a la ramification du morphisme fo- En fait, si Yq (et done 
Xq) est une courbe lisse, le resultat precedant s'etend au cas ou /o est moderement 
ramifie. Toutefois, la ramification moderee impose des obstructions au relevement 
local des points doubles : On doit supposer Faction de G kummerienne (voir Jig ], 
theoreme 5.7). 
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Si /o est sauvagement ramifie, il est necessaire de faire des hypotheses sur les sous- 
groupes d'inertie pour obtenir des enonces de relevement. Par exemple, B. Green 
et M. Matignon ont montre que si la courbe Y) est lisse, si (X, 4>) est un modele de 
Xq sur R, et si les groupes d'inertie sont tous cycliques de p-exposant inferieur ou 
egal a 2, il existe un revetement / :Y — > X galoisien de groupe G qui releve /o- En 
revanche, il n'y a plus unicite du relevement lorsque X est fixe. Par ailleurs, une 
conjecture due a Oort ([Q, JU|) dit que si la courbe Y est lisse et si les groupes 
d'inertie sont tous cycliques, il existe un relevement sur un R convenable. Dans ce 
travail, nous montrons le resultat suivant : 

Theoreme Supposons I 'action de G kummerienne et que pour un point ferme y 
de Y : 

1. Si y est un point lisse, le groupe d'inertie I y de y est cyclique d'ordre n(y)p r ( y > , 
avec (n(y),p) = 1 et < r(y) < 2. 

2. Si y est un point double, on a alors (i) ou bien (ii) : 

- (i) Le groupe d'inertie I y de y est cyclique d'ordre n{y)p r ^ v ' et I'action de I y 
sur les branches est triviale. 

- (ii) Le groupe d'inertie L y de y est diedral d'ordre 2n(y)p r ( y > , avec (n(y),p) = 1 
et < r(y) < 2, de presentation 

L y = (a,r\a n(v)prM = l,r 2 = 1,tot = a' 1 ). 

Les branches du point double y sont permutees par r et a induit un automor- 
phisme d'ordre n{y)p r ^ v ' de chacune des deux branches. 

Alors, quitte a faire une extension finie de K, il existe un relevement de (Yq,G). 

Green et Matignon ont etudie le cas des courbes lisses a l'aide des methodes de la 
geometric rigide. Nous utilisons ici la geometric formelle, qui est sans doute micux 
adaptee aux questions concernant les modeles entiers (on pourra consulter |ff| pour 
la comparaison des deux theories). Plus precisement, nous nous sommes amplement 
inspire du recollement formel (formal patching) a la Harbater (voir J7]] et ||). On 
en deduit un principe local-global formel, qui montre que le probleme de relevement 
galoisien est essentiellement de nature locale. On est ainsi ramene a construire des 
actions de groupes sur les disques et les couronnes formels. 

La premiere partie consiste en quelques rappels sur la geometrie des disques et 
des couronnes formels. La seconde presente les methodes de recollement formel. En 
application, on deduit l'existence d'un modele a epaisseurs fixees sur R pour toute 
courbe nodale projective. Nous montrons ensuite le principe local-global formel. 
Dans une troisieme partie, nous construisons des relevements locaux pour cer- 
taines actions de groupe sur un point double. La quatrieme partie est consacree 
a la demonstration du theoreme de relevement enonce plus haut. 

Ce travail constitue une partie des resultats de ma these (H), dont certains ont 
ete annonces dans (lid]). Dans un article ulterieur, nous etudierons la structure 
des automorphismes d'ordre p du disque formel sur R (a la suite de [|4|) et nous 
montrerons comment la geometrie formelle permet egalement de construire des au- 
tomorphismes de disques ou de couronnes formels. 
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Nous utiliserons constamment les notations suivantes : 

- 7r designe une uniformisantc do R. 

- Si M est un i?-module, on note M le fc-espace vectoriel M <g># k. 

- Si A est une i?-algebre, Ak (resp. A) designe A®rK (resp. A®nk), et pour 
un ideal premier p de A, on note A p = A£ le complete de A v pour la topologic 
p-adique. 

- Si Ti, . . . , T n sont des indeterminees, on note R{T\, . . . , T„} la i?-algebre des 
series restreintes, c'est-a-dire la sous-i?-algebre de i?[[Ti, . . . ,T n ]] formee des 
series 

a,,, .„. ./. i '..../. ;, iciios .- j i it • 

V\-\ \-V n -* + OC 



/ a-v-L,...,v n T^ . . -T% n telles que lim a Vl ,... tVn = Q. 



(i/i,...,i/ n )ej 

- On designe par i?[[T]]{T -1 } la i?-algebre des series de Laurent / := ^„ £Z a vT v , 
a coefficients dans i?, avec lim^^-oo a„ = 0. C'est un anncau de valuation 
discrete complet, d'uniformisante tt et de corps residuel k((t)). 

1. DlSQUES ET COURONNES FORMELS 

1.1. Quelques definitions et rappels. 

Definition 1.1. Soit X un _R-schcma et x un point ferine de la fibre speciale de X, 
on appcllc fibre formcllc de X au point x le i?-schema affinc J-{X, x) := Spec Ox, x , 
ou 0x,i designe le complete de l'anneau local de X en x. 

Soit X une courbe plate et de type fini sur R, de fibre generique lisse sur K. Si x 
est un point lisse de la fibre speciale de X , lc complete de l'anneau local de X en x 
est isomorphe a la i?-algebre i? [[.£]] des series formelles en une variable a coefficients 
dans R. Si maintenant x est un point double ordinaire de la fibre speciale de X, 
il existe un entier e strictement positif, qu'on appelle epaisseur du point double 
x, tcl que le complete de l'anneau local de X en x est isomorphe a la i?-algebre 

R[[Zi,z 2 y 



Ceci nous conduit a poser les definitions suivantes 

V := 

R[[Zi,z 2 }}' 



{ZiZ 2 - 

Definition 1.2. On appelle disque formel sur R le _R-schema T> := Spec i? [[.£]] 

et couronne formelle d'epaisseur e G N>o lc _R-schcmaC e := Spec 



(Z l Z 2 - 7T e ) 

1.2. Geometrie du disque formel. Le disque formel sur R est un i?-schema lisse. 
Sa fibre speciale est le germe analytique d'un point lisse d'une courbe algebriquc 
sur k. Considerons le disque D := {z 6 K a \vK{z) > 0}, si / appartient a _R[[Z]], 
pour tout point z de D, la serie f(z) converge. On obtient alors une application $d 
dc D dans la fibre generique de T>, qui a z associe l'idcal premier forme des / dans 
i?[[Z]] qui s'annulent en z. 

Lemme 1.3. L'application $-p induit une bijection de D/Gk sur la fibre generique 
de V. 

d 

Soit d un entier strictement positif. Rappelons qu'un polynome > CiZ 1 unitaire 

i=0 

de degre d a coefficients dans R est dit distingue si 7r divise a pour < i < d. 

Demonstration. Soit p un ideal premier de i? [[.£]] ne contenant pas 7r, le theoreme de 
preparation de Weierstrass entraine que p est principal, engendre par un polynome 
distingue irreductiblc P. Si z est une racine de P dans K a , z appartient a D car 
P est distingue, et <&x>(z) = p. Ainsi $p est surjective. Par ailleurs, il est clair que 
<]>£) passe au quotient. De plus, si z' appartient a D et $r>(z') = p, alors z' est une 
racine de P et done z' est un conjugue de z sous Taction de Gk- D 



YANNICK HENRIO 1 



Fibre generique V K Fibre speciale V k 



Fig. 1. Le disque formel T> sur R 
1.3. Geometrie de la couronne formelle d'epaisseur e. 

¥t\\y 7 n 

L'anncau A e := -. - r est local complct, d'ideal maximal (tt, Zi, Z 2 ), 

(ZxZ^-ir") 
intcgre, noetherien et de dimension 2. Un clement / de A e s'ecrit de manierc unique 
comme une serie de Laurent a cocfiicients dans R 

(*) f:=J2 a " Z i+J2 a -' Z *- 

j/>0 v>0 

Cette remarque conduit a la 

Definition 1.4. On appellc coordonnee de Laurent sur la couronne formelle 

7T e 

d'epaisseur e un clement Z de A e tel que — appartienne a A e et, pour tout / dans 



A e , il existe une unique famillc (a„)„ g z telle que 

/ := a + ^(a,^ + a_,(Jn. 

,. 7r e , R[\z,z'\] 

Autrement dit, si Z := — , on a A e = -. 

Z' (ZZ'-ir e ) 

Definition 1.5. On appellera bord de la couronne formelle le point generique 
d'une composante irreductible de la fibre speciale de C e . Une couronne formelle 
possede done deux bords. Si Z est une coordonnee de Laurent sur C e , alors l'ideal 

premier pz '■= (tt, — ) de A e est un bord de C e . On dira que pz est le bord corre- 

Z 
spondant a Z . 

Si r\ est un bord, l'anncau local Oc^,r\ est un anneau de valuation discrete, 
d'uniformisante w. On notera v^ la valuation correspondante du corps des fractions 
IC e de A e qui prolonge vk- Lc corps rcsiducl de (JC e ,Urj) est un corps de series de 
Laurent en une variable sur k, qu'on notera fc((rj)). Si Z est une coordonnee de Lau- 
rent avec 77 = pz, on notera egalement vz — v v ; on a alors k((r])) = fc((z)), oii z = Z 
mod 7r. On verifie que si / appartient a A e , f = ao + Si/X^ "^" + a -^(%")")' a l° rs 
Uz(/) = min(wK(ay) + emax(0; —v)). 

On remarquera que le complete de Oc^ v s'identifie a i?[[Z]]{Z -1 }. 
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Le corps residuel k((f})) de (JC ei v n ) est muni d'une valuation discrete ord,,, nor- 
malised de fagon a ce qu'une uniformisante de k((n)) ait pour valuation 1. Si / est 
non nul dans /C e , / s'ecrit de maniere unique / = ir Vv ^'fo, avec /o dans Oc<,,r]- 
On note alors ovd ri (f) := ord^/o), ou /o est l'image residuelle de /o dans k((r))). 
Si Z est une coordonnce de Laurent correspondant au bord n, on verifie que pour 

ordz(/) := ord,,(/) = minjV G T,\v K (a v ) + emax(0; —v) = Vz(f)}- 

L'application wz '■ JC e — > Z x Z U {00}, qui a / non nul associe (v ri (f),ord n (f)) 
est une valuation de rang 2, de corps residuel k, en munissant Z x Z de l'ordre 
lexicographiquc . 

Comme pour le disque formel, lc point clef pour comprendre la geometrie de la 
fibre generique d'une couronne formclle est une version adequate du theoreme de 
preparation de Weierstrass, que nous donnons ci-dessous : 

Lemme 1.6. Solent Z une coordonnee de Laurent de C e , Z' = ^-, et f G A e , 
non inversible, avec Vz> (/) = 0, (en particulier, ordz< (/) > 0) ; il existe alors un 
polynome distingue P a coefficients dans R et un inversible U de A e , tels que : 

z ord z ,U)f = n vz(f)p(Z)U. 

De plus, le degre de P est alors ordz(f) + ordz'(f). 

Nous donnons une preuve de ce resultat, par manque de reference adequate dans 
la litterature. 

Demonstration. Posons vq := ordz<(/), on definit les endomorphismes de A e R- 
lincaires u>, (p, pr >0 , pr-° par : 

- ^(E„>o KZ" + E„> b- v Z' v ) := E,>o b- (v+Vo) Z' v 

- ^(E„>o b v Z» + E„>o b- v Z>») := E,> b v Z» + E 0< „ <Vo b- v Z' v 



Pr >0 (Z„>v KZ» + E„>o b- v Z' v ) := E„>o KZ V 



- pr-° := id_A e — pr >0 

Remarquons que, pour tout g G A e , g = f(g) + Z' u °io(g). Montrons qu'il existe 
qeA e tel que u(qf) = 1. Pour / dans A e , u){qf) = u)(q<p(f)) + uj(Z' Uo quj(f)). Or, 
si h e A e , U)(Z' v °h) = pr^°(h). II suit : 

Vq G A e cj(qf) = qcj(f) + w(q<p(f)) - pr>° (qcj(f)). 

Soit 9 : A e ~^ A e l'operateur ujo^jj ~pr >0 , l'element Lu(f) etant inversible dans A e , 
trouver q tel que u)(qf) = 1 revient a trouver W := quj(f) tel que (id^ c + 9)(W) = 1. 
Par definition de fo, <p(f) G (tt,Z), done 5(77 -^ e c i 77 ^). Posons 8 := lu o ;44y. 
On a 9(1) = 5(1). Comme pr >a o w = 0, il suit par recurrence sur n que pour tout 
entier positif n, 6 n (l) = 8 n (l). Ecrivons ^Ul := nfi + Zf 2 , uo(Zf 2 ) est divisible par 
7r e dans A e - Done 8(1) G ttAe- Par recurrence sur n G N, 9 n (l) = 8 n (l) G TT n A e . 
Posons alors W := T,h>o(- 1 ) h0 ° h ( 1 )- 0n a ( id A^+0)(W) = 1. Soit q := Wuj(f)- 1 . 
On a alors U)(qf) = 1. En regardant le coefficient de Z' va dans qf, on en deduit 
aiscment que q est inversible. Done, / = q~ 1 h, ou les coefficients de Z' v pour v > vq 
dans ft. sont tous nuls, i.e. Z v °h G i?[[Z]]. Le theoreme de preparation de Weierstrass 
dans i?[[^]] permet done d'ecrire Z u °h = ir r Pui, avec r G N, Ui inversible et P un 
polynome distingue. Si U := q~ 1 ui, on a Z va f = ir r PU. Comme P est unitaire en 
Z, on a vz(P) = 0. Done vz(f) = r. De plus, le degre de P vaut : 

deg(P) = ord z (P) = ovdz(f) + ^0 = ordz(/) + ord Z /(/). 

D 
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Notons C e := {z G K a \Q < Vk{z) < e}, le choix d'une coordonnee de Laurent Z 
sur C e permet de definir une application <I>c e de C e dans la fibre generique de C e 
pax$c e (z):={f€A e \f(z) = 0}. 

Corollaire 1.7. L'anneau A e ®nK est principal. De plus, I 'application <£>c e induit 
une bijection de C & JGk dans la fibre generique de C e 



Fibre generique C e ,x 



Fibre speciale C e ^ 



Fig. 2. La couronnc formclle C„ sur R 



2. Techniques de recollement formel 

Considerons une i?-courbe formclle nodale X, si x est un point ferme de la fibre 
speciale X% := X Xjtk, X peut alors etre vue comme recollement de la fibre formelle 
de x et de l'ouvert X\{x\. Les donnees du recollement sont inscrites dans une suite 
exacte de i?-modules (fE2j). Cette remarque est lc point de depart d'une technique 
de construction de relevements sur R de revetements de courbes nodales sur k ( p.q ). 

2.1. Un lemme d'algebre topologique. Le lemme suivant, de preuve immediate, 
sera utilise constamment dans la suite. On fixe une uniformisante n de R. Par un R- 
module M complet pour la topologie 7r-adique, nous sous-entendrons ici un module 
separe et complet. Pour tout i?-module M, on designe par M le fc-espace vectoriel 
M® R k. 

Lemme 2.1. (i) Soit Mi — > M 2 un homomorphisme de R-modules, on suppose 
Mi complet et M 2 separe pour la topologie ir-adique. Si I'homomorphisme de k- 

espaces vectoriels Mi — ► M2 est surjectif, alors <j) esi surjectif. 

(ii) Sous les memes hypotheses, si de plus M2 est plat sur R et <p est un isomor- 

phisme de k-espaces vectoriels, alors <f> est un isomorphisme de R-modules. 

(in) Soient u : Mi — > M 2 et v : M 2 — > M3 des homomorphismes de R-modules 

tels que vou — 0, on suppose Mi et M 2 complets, et M3 separe pour la topologie tt- 

adique. On demande egalement que les modules M 2 et M 3 soient plats sur R, e'est-a- 

dire sans torsion. Si la suite de k-espaces vectoriels — ► Mi — ► M 2 — ► M3 — > 
est exacte, il en est de meme de la suite de R-modules 







Mi 



Mo 



Ma 



0. 



2.2. Une suite exacte de recollement. Pour X un i?-schema formel, on notera 
Irr(<Y) l'ensemble des points generiques des composantes irreductibles de X . Pour 
simplifier, si A est une i?-algebre complete pour la topologie 7r-adique, on notera 
Irr(A) := Irr(Spf A). Soit X un i?-schema formel, de dimension 1, localement 
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noetherien, plat sur R. Soient x\,...,x r des points fermes de X, et U — X \ 
{x\, . . . , x r }- Le diagramme de ©^-modules ci-dessous est commutatif : 

r 

O u ■<-?■ O x - \{0 XXq 

9=1 




n^_-wii n 0*.-.)$ 

CeIrrA ' 3 =1 ^eIrr(dAf,„ g ) 

Proposition 2.2. Soient X un schema formel localement noetherien, de dimension 
1, pforf sw i? ; xi, . . . , x r des points fermes de X etU :— X \ {x±, . . . , x r }. On a 
alors la suite exacte de Ox -modules : 

r r 

o^o x ^o u xH 6 x , Xq --> fj J] (6 x , Xq )£ -» 

om A = (p, 2q) est le morphisme diagonal et 9(g, {f q }) = (I3 o l[(g) — h({fq}))- 

Remarque 2.3. Cette suite exacte apparait dans les travaux d'Harbater et Stevenson 
(|| section 1) dans le contexte d'egale caracteristique. 

Demonstration. On a 9 o A = par la commutativite du diagramme ci-dessus. 
Notons X (resp. U) la fibre spccialc de X (resp. IX). D'apres le lemme 2.1, il suffit 
de montrer que la suite ci-dessous obtenue en tensorisant par k est exacte : 

r r 

o - o x -» cv x f[ 6 x , Xq - [] II ( a *.** )e -> ° 

Comme X est localement noetherien, il suffit de tester l'exactitude au niveau des 
fibres completees. La verification est alors immediate. □ 

Exemple 2.4. Si X est le disque unite ferme standard, c'est-a-dire X — Spf R{T}, 
et x :— (tt, T), on obtient la suite exacte 

— ► i?{T} ---* ^{T^- 1 } x i?[[T]] --4 ^[[T]]!! 1 - 1 } — ► 0. 

Exemple 2.5. Si A" est la couronne fermee standard d'epaisseur e, c'est-a-dire 
A = Spf r, et x := (7r,Ti,T2), on obtient la suite exacte 

(T1T2 - 7T e ) 

o - rTT 1,T2 e^ n ^^^#4- n m]){T- i }^o 

( TlT2 " 7r ) jf 1,2 (TlT 2 -TT e ) .^ 

oil 0(/i, /2, 5) = (/1 — ,g, /2 ^ g) (avec les identifications evidentes en termes de serie 
de Laurent). 

2.3. Construction d'un modele avec epaisseurs fixees. Soit Xq une courbc 
nodale projective sur k, on appellc modele de Xq sur R un couple (X, </>), oil est 
un i?-schema propre et plat, et </> : X x^k — > Xq est un isomorphisme de fc-schemas. 

Proposition 2.6. 5oii Xq une courbe nodale projective sur k, S I'ensemble des 
points fermes singuliers de Xq, et (e x ) xe s une famille d'entiers strictement positifs. 
II existe alors un modele (X,<fi) de Xq sur R tel que Vepaisseur de x dans X soit 
e x , pour tout point x de S . 
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Demonstration. Lorsque Xq est lisse sur k 7 la proposition resulte du corollaire 7.4 
de [pi, expose III. Supposons a present X irreductible. Soit X la normalised de 
Xq, elle possede un modele (X, <f>) sur i?. Notons, pour x dans 5, xi et x 2 les points 
de Xq au-dessus de x, et Uq l'ouvert Xo \ S de Xq, qui s'identifie a un ouvert de 
X . Notons U le sous-schema formel ouvert de X (complete de X le long de la fibre 

speciale) qui correspond a U . Si ^It-l^l) et (°X, X1 )U x (°x,x 2 )U sont vus 
comme faisceau gratte-ciel en x € S, considerons rhomomorphisme de faisceau de 
i?-modules sur Xq : 

i£S x x iES 

obtenuenidentifiant (O^)^ ( res P- ( x,J(n)) kR il a M^ 1 } (resp. iJ^JK^ 1 }). 



Le lemme 2.1 montre que est surjectif. Son noyau, note Ox est un faisceau de 
-R-algebres sur l'espace topologique X , et on voit que l'espace localement annele 
(Xo, Ox) est un i?-schema formel propre et plat, de fibre speciale projective. C'est 
done le complete d'un i?-schema propre et plat le long de la fibre speciale, qui four- 
nit un modele pour Xo. Si maintenant on ne suppose plus Xo irreductible, soit S" le 
sous-ensemble de S forme des x qui appartiennent a deux composantes irrcductiblcs 
distinctes et Uq l'ouvert X \S', on choisit un modele X, pour chaque composante 
irreductible Xo^ de Xo. Comme ci-dessus, on construit un homomorphisme surjectif 
de faisceaux de i?-modules sur X 

R[[a x ,b x ]] 



n°**nfiF3±i--W°*~*>xi° 






dont le noyau Ox est un faisceau de i?-algebres sur l'espace topologique X . Le 
i?-schema formel propre et plat (Xo, Ox) s'algebrise comme ci-dessus, et on obtient 
ainsi le modele desire. □ 



Remarque 2.7. Le lecteur trouvera une preuve rigide dans |lq] , lemme 6.3. 

2.4. Principe local-global pour les revetements de courbes formelles. Soit 
/ : Y — > X un morphisme separable fini entres courbes algebriques sur k, connexes, 
affines, reduites. Soient x un point ferme de X et X' l'ouvert complementaire du 
point x. On suppose X' lisse sur k, f etale au-dessus de X' et l'image reciproque de 
x reduite a un point ferme y. On se placera dans l'une des deux situations suivantes : 

(A) x (resp. y) est un point lisse de X (resp. Y). 

Soient t (resp. z) une uniformisante de X (resp. Y) en x (resp. y). On suppose 

d Y , y = k[[z}] = k{{t}][z}/(P(z)) 

ou P est un polynome d'Eisenstein separable de k[[t]]. 

(B) x (resp. y) est un point double ordinaire de X (resp. Y), 

,x k[[h,t 2 }} , a k[[zi,z 2 }} 6 x ,x[zi,z-2] 

Ux,x = , s et Uy.y = — 



(ti<a) ' v (ziz 2 ) (P(z 1 ),Q(z 2 ),z 1 z 2 y 

ou P (resp. Q) est un polynome d'Eisenstein separable de &[[£].]] (resp. fc[[i2]])- 

Theoreme 2.8. (Principe local-global formel) Soit X un schema formel affine 
normal, plat et topologiquement de type fini sur R, de fibre speciale X . On note X' 
l'ouvert de X correspondant a X'. La restriction de f au-dessus de X' s'etend de 
maniere unique (a isomorphisme pres) en un revetement etale f : y' — ► X' . 
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On se donne une Ox,x-algebre A finie, normale, R-plate et un diagramme com- 
mutatif a lignes exactes : 



0- 



^ttA 



+ A- 



+ o 







■*■ nO x ,x •- O 



X,x 



Y,y' 



■O x . 



+ 







(i) II existe alors un revetement fini f : y — ► X relevant f tel que y est normal, 

f\x' — f et f induit V extension Ox, x — ► A. 

(ii) Si de plus f est galoisien de groupe de Galois G, et si A est munie d'une action 

de G de sorte que A G — Ox,x et que I'homomorphisme de R-algebres A ► Oy, y 

soit G-equivariant, le revetement f : y — ► X est galoisien, de groupe de Galois G, 
relevant V action sur Y . 

Demonstration. On commence par traiter le cas (A) : 

(i) La i?-algebre (Ox,x)(n) est isomorphe a i?[[T]]{T -1 }. C'est done un anneau de 
valuation discrete complet. Comme A ®^ ^ (Ox,x)( v \ est fini sur (Ox,x)^\, il est 
semi-local complet. On a de plus le diagramme commutatif : 

A ® dxix (6 x ,„)fa ^ Fr{6y, y ) = k((z)) 



(6x, x )fo 



■Fr{6x, x ) = k{{t)) 



II suit que A<S>q (Ox^c)fa) est local complet, noetherien, d'ideal maximal engendre 
par 7r. C'est done un anneau de valuation discrete complet. Soit P un polynome 
unitaire de (Ox,x)(„)[X] relevant P e k((t))[X}. L'anneau local A ® &x ^ (Ox tSC )fa 
etant henselien, la racine z de P dans k((z)) se releve en une racine Z de P dans 
A ®g, (Ox^x)^)- L'homomorphisme de (0^ iX )^ r N-algebres 



(Ox,x)^ } [X} u 
(P(X)) 



{o x ,x)L) 



qui envoie X sur Z est un isomorphisme : II nous suffit d'appliquer le lemmc 2.1 (ii), 
car c'est vrai au niveau residuel par hypothese. 

L'anneau 0{y')® (x>) {Ox,x)m est fini sur {Ox,x)^\i done semi-local complet. 

0(Y) ® 0{ x-) {&x,*)fa 



W 



o{y>) ®o { x') {Ox, x %) 



= °(y) ®o(?n °( x ') ®o(x>) (Ox,xY M 

= 0(Y>) ® 0(XI) k((t)) 

L'anneau 0(y') <8>o(X') (Ox.x)^) es * d° nc en fait local complet, noetherien, d'ideal 
maximal engendre par w. C'est done un anneau de valuation discrete complet. 
Comme ci-dessus, on en deduit risomorphisme de (O^z^i-algebres 



(P(X)) 



o(y') ® (x>) (dx,x)fa 



qui envoie X sur Z', oil Z' est une racine de P dans 0(y') ®o(x r ) {Ox,x)(^) relevant 

z. 
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Soit jjl := uo w . C'est un isomorphisme de (Ox,x)f -,-algebres : 



/' 



o(y') ® 0{x -) {o x jfa ~a® 6xx (O x>x )fo. 

Notons 9 rhomomorphisme de C(A^)-modules defini ci-dessous : 

o(y')xA -±>A® 6x jd X!X )fo 

(h',g) \-y [i(ti <8» 1) - g <g) 1 

Remarquons que 9 est surjectif d'apres le lemme |2.l| (i). On voit aisement que son 
noyau A est une sous-C(A')-algebre de 0(y') x A. Comme A — 0(Y) est fini 
sur O(X) = O(X), le lemme (i) dit que A est fini sur O(X). En particulier, A est 
topologiquement de type fini sur R. En vertu du lemme pTl| (iii) , les homomorphismcs 
canoniques ci-dessous sont des isomorphismes. 

A ® (x) 0(X') ~ 0{y') et A ® (x) Ox, x ~ A 

Le revetement / : y := Spf A — ► X convient. 

(ii) Pour le cas galoisien, remarquons tout d'abord que X' est muni canoniquc- 
ment d'une action de G relevant Taction sur X' . On en deduit une action de G sur 
0(y') ®o(X') (Ox,x)^ n \- II sufnt de voir que l'isomorphisme \i donne ci-dessus est 
equivariant. Comme Ji est egal a l'identite de k((z)), il est G-equivariant. Ainsi, si 
a G G, fi(a(Z')) — a(n(Z')) mod n. Comme tous deux sont des racines de P, ils 
sont egaux, ce qui acheve la preuve de (ii). 

Plaoons nous a present dans le cas (B) : On remarque que, pour % = 1, 2, (0 XtX )!}. 
est isomorphe a l'algebre ^[[TiJJlTr 1 }. C'est done un anneau de valuation discrete 
complet. L'anneau A®^ {Ox,x)m est fini sur (O x>x )^., done semi-local complet. 
On a de plus les diagrammes commutatifs pour i = 1, 2 : 



(<9*,x)£ mod ^ H(n)) 

On en deduit comme dans le cas A un isomorphisme de (C^,s)^-algebres pour 
i = 1,2 : 

o(y') ® (x') (o x , x )i ~ a ® dxx (d x ,x 

Notons 9 l'homomorphisme 0(y') x A -^ A ® &x ^ (6 X , X )^ x A ® &x ^ (O x>x )% 2 
de ^4-modulcs defini par : 

6((ti, g)) = 0*i (/' ® 1) - g <g> 1, rf <8> 1) - g ® 1) 

On finit comme pour le cas A en considerant A := kcr#. Le revetement / : y := 
Spf .A — ► X convient. Le cas galoisien se traite comme dans le cas (A), en montrant 
que /xi et /i2 sont automatiquement equivariants. □ 

Remarque 2.9. Le cas (A) est traite par des methodes rigides par B.Green et M. 
Matignon dans [H] (III 1.1). Toujours dans ce cas, une preuve cohomologique a ete 
donnee par J. Bertin et A. Mezard (B). 

Proposition 2.10. Soient a une involution de Y , X = Y/(a), y un point double 
de Y fixe par a, au-dessus du point x. On suppose que a permute les deux points 
generiques de Spec Oy,y, x est alors regulier. De plus, on peut trouver Zi, Z2, t — 

z\ + z 2 tels que Ox,x = k[[t]], Oy.y = —, — L ^— et a{z\) = z 2 . 

\Z\Z%) 
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Soit X un schema formel affine normal, plat et topologiquement de type fini sur R, 
de fibre speciale X. II existe alors un revetement 2-cyclique y de X prolongeant 
Y -+X. 

Demonstration. Remarquons tout d'abord que l'on dispose d'un relevement local 
equivariant evident (avec e un entier strictement positif) 

R[[Z 1 ,Z 2 ]\ mod ^ fc[[zi,z 2 ]] 
(ZiZ 2 -ir c ) (ziz 2 ) 



R\ 



rwii mod 7T , r 

T}\ *k[ 



*]] 



avec V(T) = Z l + Z 2 , et a{Z 1 ) = Z 2 , a{Z 2 ) = Z x . 

On note X' l'ouvert de X correspondant a X' . Comme ci-dessus, la restric- 
tion de / au-dessus de X' s'etend de maniere unique (a isomorphisme pres) en un 
revetement etale /' : y' — > X' , galoisien de groupe (a). 

L'anneau 0(y') ®o(x>) {Ox,x)^\ est fini sur (Ox,x)^), done semi-local com- 

plet. Comme de plus 0(y) ® { X -) (Px,x)fa = 0(Y') ® {x>) *((*)) = fc((«i)) x 
k((z 2 )), 0(y') ®o(X') {Ox.x)^) est ^ e P r °duit A x x A 2 de deux anneaux locaux. En 
fait, Ai est une i?-algebre qui est un anneau de valuation discrete complet, d'uni- 
formisante it, de corps residuel k((zi)), pour i = 1,2. II suit que Ai est isomorphe a 
i?[[Zj]]{Z J ~ 1 }. On notera \i l'isomorphisme equivariant de 0{y') ®o(X') (&X,x)f„\ 
sur R[[Zi]]{Z^ } x i?[[Z2]]{Z 2 -1 } qui envoie un relevement Z[ de z\ sur Z\ et cr(Z' 1 ) 
(qui est un relevement de z 2 ) sur Z 2 . Notons 9 l'homomorphismc 

°(y') x ( f? 1,Z2] L "^ R[[Zi]]{Z^} x R[[Z 2 \]{Z^} 

defini par 8{g,h) = fx(g g) 1) — (<fii(h),(j) 2 (h)), oil 4>i designe l'injection canonique 

R\\Z Z 11 

■ ^[[Zi]]!^ 1 }. Comme precedemment, on conclut en considerant la 



(Z X Z 2 - TT e ) 

i?-algebre ker 0. □ 

3. Construction d'automorphismes de couronnes formelles 

Le paragraphe precedent montre que pour construire un relevement formel sur 
R d'unc courbe nodale sur k avec action d'un groupe fini, on doit construire un 
relevement local pour la fibre formelle d'un point ferme y fixe sous Paction du 
groupe. Une telle fibre formelle est un disque formel si y est un point lisse et une 
couronnc formelle si y est un point double. Le cas des disques formcls a ete traite 
dans j3j. Ici, nous montrons comment les resultats de relevement local contenus dans 
loc. cit. permettent d'obtenir des resultats de relevement local pour des groupes 
cycliques ou diedraux agissant sur un point double, en utilisant des methodes de 
recollement formel. 

3.1. Complements sur le relevement lisse. Pour la construction de relevements 
locaux galoisiens pour un point double, nous aurons besoin d'ajuster convenable- 
ment des relevements locaux pour chacune des deux branches du point double. C'est 
le role du lemme qui suit : 

Lemme 3.1. Notons Kq le corps des fractions de W(k). On suppose I'extension 
K/K~o galoisienne. Soient r un entier superieur a 1 et a un automorphisme d'ordre 
p r de k[[z\\. S'il existe un automorphisme d'ordre p r de R[[Z\\ fixant et relevant 
a, alors pour toute racine primitive p r -ieme de I'unite Q » dans K alg , il existe un 

automorphisme a d'ordre p r de i?[[Z]] ; fixant et relevant a, tel que -r=(0) = Cm- 
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Demonstration. Le groupe de Galois Gal(K alg / Kq) agit sur Pensemble des auto- 
morphismes a d'ordre p r de -R[[Z]] fixant par Taction sur les coefficients de la serie 
o-(Z). De plus, si t e Gal(K al 3 /K ), on a d T = a. Comme Gal(K al 9/K Q ) permute 
transitivement les racines primitives p r -iemes de l'unite, on en deduit le resultat 
annonce. □ 

Par ailleurs, nous aurons besoin du lemme ci-dessous, qui etablit la linearisabilite 
locale de Taction d'un automorphisme d'ordre une puissance de p au voisinage d'un 
point fixe. 

Lemme 3.2. Soit a un R- automorphisme d'ordre p r de R[[Z]\, fixant 0. II existe p 
dans K , avec vk(p) > 0, un ^ racine primitive p r -ieme de l'unite ti -. et un parametre 

Z' de R{ — } tels que cr(Z') = Q ,Z'. Autrement dit, a est linearisable sur un sous- 
p V) 

disque ferme de centre 0. 

Demonstration. Notons B := R[[Z}}, A := R[[Z}] a = R[[T]]. L'extension de corps 
FrB/FrA est donnee, d'apres la theorie de Kummer, par une equation Y p = u, 
ou u £ A, u ^ 0. Si on restreint le disque a un sous-disque ferme (de parametre 

Zq = — ) centre en 0, on aura R\Zo\ a = R{Tq\ pour un To convenable (par exemple 

P 
la norme de Z ). Si la valuation de p est suffisamment grande, est le seul point 

de ramification, on peut alors supposer que u s'ecrit u = Tq (1 + Y^,v>o a ^o)' avec 
Vk{0'v) > pour tout v > et (h,p) = 1. En utilisant Bezout, on peut supposer 
h = 1, et finalement, quitte a changer le parametre To, que u — Tq. Mais ( y p °_ T \ 
est integralement clos et contenu dans R{Z a }, done finalement, R{Z } = , y pr "_ T ! 
et Z' := Y est un parametre de R{Zq} qui convient. D 

Remarque 3.3. La preuve ci-dessus montre que si r = 1 et si a possede un unique 
point fixe, Tautomorphisme a est linearisable sur i?[[Z]], on retrouve ainsi la propo- 
sition 6.2.f de j|. C'est une question ouverte de savoir si, pour r > 1, le resultat est 
encore vrai : La remarque 6.2.2 de [Q semble erronee. Toutefois, si a p possede 
un unique point fixe, alors a est encore linearisable sur i?[[Z]]. 

3.2. Relfevement local cyclique pour les points doubles. 

Proposition 3.4. (i) Pour tout entier r > 1, quitte a faire une extension finie de 
K , il existe un entier e > 1 et un automorphisme d'ordre p r de C e qui induit un 
automorphisme d'ordre p r de chaque branche de C e ,fe. 

(ii) Si a est un automorphisme de Spec — - — ^— — , ne permutant pas les branches 

(ZlZ 2 ) 

du point double, qui induit un automorphisme d'ordre p r (1 < r < 2) de chaque 
branche, alors, quitte a faire une extension finie de K , il existe un entier e > 1 et 

un R- automorphisme a d'ordre p r de C e qui induit a sur C e k = Spec — -. — '—^ — . 

{ZiZz) 

Demonstration. Soit r > 1 , on fixe une racine primitive p r -ieme de l'unite Q r \ dans 
K alg . On considere deux i?-automorphismes a\ et a 2 d'ordre p r de T> fixant 0, on 
supposera les points de F ai (resp. F a2 ) rationnels sur K. Pour i = 1, 2, il existe 

un unique hi inversible dans (Z/p r Z) tel que — — (0) — Ci \ ■ D'apres le lemme qui 
precede, il existe un parametre W% d'un sous-disque ferme D[ := {lo G D\vk{u>) > 



i — ± 

e,} de D := V K centre en tel que o-i{Wi) = C\ Wi. En utilisant le lemme 3.f 



on 



(r) 

peut supposer que hi = —h 2 (noter que a 2 ne change pas). On construit alors un 
automorphisme d'une couronne formelle de la fagon suivante : 
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Fig. 3. Construction d'vm automorphisme de couronnes par recollement 

R{W 1 ,W 2 } 



Soit eg un cnticr positif ou nul, notons ctq 1' automorphisme de 



(W 1 W 2 -7T e o) 



defini par u (Wi) = C\ W u a (W 2 ) = C, 2 ) W 2 . Notons, pour i = l,2,j l l'inclusion 






R{X t , Xf 1 } = R{Wi, Wr 1 } (ou X, s'ecrit X, = Wf^l+ngi) dans 



Bt^JT,-'}). On .nun,,, pour ,: = 1,2, |f& (r es p. <$™y), o"u» e 

structure de i?[Z/p r Z]-module par ?./, := u\fi (resp. L/o := o"i/o) pour I G Z/p r Z. 
On definit alors un morphismc 

(ZiXi-7r e i) (Z 2 X 2 -7r^) (WiW 2 -w e °) X ' x J l ' 2 X 

de -R[Z/p r Z] -modules par 9(f 1 ,f 2 , fa) = (ji(h) - fo, h{h) - fa)- 0n obtient ainsi 
une structure de i?[Z/p r Z]-module sur le noyau de #, qui s'identifie au i?-module 



R[[zi,z 2 }} 



k\\z z 11 
— ; — ; . (En effet, on verifie aisement que ker0 est egal a — ; — — ; — , 

{Z[Z' 2 -7T e «+ e l+ e 2) v 6 ( Zl z 2 ) 

et done par le lemme 2.1 (ii), on montre que ker# est isomorphe a A e , avec e = 
eo + ei + e 2 ). On en deduit un automorphisme d'ordre p r d'une couronne formelle 
d'epaisseur e qui induit a. 

L'assertion (ii) resulte alors de p, theoremes II 4.1 et 5.5. L'assertion (i) resulte 
quant a elle de {§ II, paragraphe 3.3.3. D 



Corollaire 3.5. On considere des entiers a et n, avec 1 < a < 2 et (n,p) = 1. 

Soit a un automorphisme d'ordre p a n de — - — ^— — , ne permutant pas les branches, 

\z\z 2 ) 

induisant un automorphisme d'ordre p a n de chaque branche. On suppose de plus que 
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a p agit de maniere kummerienne, c'est a dire que quitte a changer de parametres 
(zi,Z2), o p (zi) = 6z\ et a p (z 2 ) = § Zi> oil 9 est une racine primitive n-ieme 
de I'unite dans k. Alors, quitte a faire une extension finie de K , a se releve en un 
automorphisme d'ordre p a n de C e , pour un entier e > 1 convenable. 

Demonstration. Comme a p agit de maniere kummerienne, quitte a changer de 
parametres, on peut supposer a p (z±) = 9z\ ct a p (z 2 ) — & ~ lz 2, oil 6 est une 

racine primitive n-ieme de I'unite dans R. Le sous-anneau de — - — ^— — forme des 

(Z1Z2) 

ft" T* 1 T'o 

elements fixes sous a p est alors — - — - — - — , ou Xi — zf. L' automorphisme ct™ induit 

\xix%) 

ft* T* i T*o 

un automorphisme f d'ordre p a de — — ' Cet automorphisme se releve alors 

(X1X2) 

prr v v* li 

en un automorphisme r d'ordre p a de ■ , pour un entier e convenable 

{XxX 2 - 7T en ) 

(quitte a faire une extension finie de K). Ecrivons 

t{X x ) =X 1 (l + irb + 5^(0^ + a-vXz")). 

R\\7 7 11 
Considerons la i?-algebre -. ■ — -^K-. ou Zi releve z% pour i — 1,2. En idcntifiant 

(ZiZ 2 - 7T e ) 

R[[X 1 ,X 2 }} R[[Zi,Z 2 ]] p 
Xi = z;\ ,, r ,, est un sous-anneau de ,„ -. Posons 



■"i ) 



(X 1 X 2 -n^) ' {Z 1 Z 2 -^ 






f(Z 1 ) = Z 1 (l + 7rb + \Ja v Z™ + a_„Z 2 -^))-, 

f prolonge alors r et est d'ordre p a . De plus f commute avec 1' automorphisme /j, 
d'ordre n defini par u(z"i) = 9Z\. Par suite, le groupe engendre par f et u est 
cyclique d'ordre p a n, et un generateur convenable releve ct. □ 

3.3. Relevement local pour le groupe diedral. Soit D le groupe diedral d'ordre 
2np r , ou n est un entier premier a p et r un entier inferieur ou egal a 2. Le groupe 
D admet une presentation 

D = {a,r\a npr = 1,t 2 = 1,tctt = cj- 1 ). 

Les methodes formelles ci-dessus permettent encore de construire un relevement 
d'une action de D sur un point double : 

Proposition 3.6. On considere une action de D sur Spec — -. — — r — , telle que r 

(Z1Z2) 
permute les branches du point double, a les fixe, et a induit un automorphisme 
d'ordre np r de chaque branche. Alors, V action de D se releve en une action de D 
sur une couronne formelle sur R := W(fe)[C(r)] d'epaisseur paire, ou Q r \ est une 
racine primitive p r -ieme de I'unite. 

Demonstration. L'action de D peut s'ecrire, pour un bon choix de coordonnces 
{zi,z 2 ), rz\ — z 2 , cr(zi) — f(zi), ou f(x) £ k[[x}] est une serie qui dcfinit un 
automorphisme d'ordre np r de fc[[x]]. Remarquons que cette ecriture et la rela- 
tion tot — ct -1 entrainent que l'action du groupe cyclique engendre par ct est 
kummerienne. On peut relever la serie / en une serie qui definit un automorphisme 
d'ordre np r de i?[[X]], encore note ct et qui fixe 0. II existe alors un sous-disque ferme 
formel Spec R{X } de Spec i?[[X]], centre en 0, fixe par ct, tel que ct(X ) = nX , 
ou n est une racine primitive np r -ieme de I'unite dans R. Notons e l'epaisseur de la 
couronne formelle "complementaire" . On en deduit de maniere analogue a la preuve 



de 3.2 une suite cxactc de i?-modules 



- ^}z 2 -% "" R[ ™i } x ^[MKy} - ^{^0, ^o" 1 } - 
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En fait, le morphisme surjectif est equivariant sous Paction de D, si on munit le R- 
module du milieu de Paction a(g(X),h(Y)) := (g(a(X)),h(a- 1 (Y)) et t(X) = Y. 
On obtient ainsi une action de D sur le disque formel (d'epaisseur 2e) 

(ZlZ 2 -TT 2e ) 

qui releve Paction de D sur le point double. □ 

3.4. Application au relevement galoisien. On considere une courbe algebrique 
Y sur k, propre, connexe, nodale, muni d'un sous-groupe fini G de AutfcK, operant 
librement sur un ouvert dense. Soit y un point double de Y, de stabilisateur I y 
cyclique. Le sous-groupe H y de I y forme des automorphismes ne permutant pas les 
branches analytiques du point double y et d'ordre premier a p est muni de deux 
caracteres XyAiXy,2 ■ H y — > k* correspondant a Paction de H y sur Pespace tangent 
en y. Suivant Jig] , on dira que Paction de G sur Y est kummerienne si, pour tout 
point double y de Y, de stabilisateur cyclique, on a X y ,iXy.2 = 1. Cette definition 
coincide avec la precedente lorsque G est cyclique d'ordre premier a p. 

Theoreme 3.7. Supposons I'action de G kummerienne et que pour un point ferme 
y de Y : 

1. Si y est un point lisse, le groupe d'inertie I y de y est cyclique d'ordre n(y)p r ( y > , 
avec (n(y),p) = 1 et < r(y) < 2. 

2. Si y est un point double, on a alors (i) ou bien (ii) : 

- (i) Le groupe d'inertie I y de y est cyclique d'ordre n(y)p r ( y > et I'action de I y 
sur les branches est triviale. 

- (ii) Le groupe d'inertie l y de y est diedral d'ordre 2n(y)p r ^ v ' , avec (n(y),p) = 1 
et < r(y) < 2, de presentation 

L y = {a,T\a n ^ pHv) = l,r 2 = l,T(JT = a' 1 ). 

Les branches du point double y sont permutees par r et a induit un automor- 
phisme d'ordre n{y)p r ^ v > de chacune des deux branches. 

Quitte a faire une extension finie de K , il existe un R-schema y normal, propre, 
plat, de fibre speciale Y , de fibre generique lisse et geometriquement connexe sur 
K , muni d'une action de G relevant celle sur Y . 

Demonstration. 

Soit X := Y/G le quotient de Y par G. C'est encore une courbe nodale (voir |0| 
prop. 4.2). Notons B Pensemble des points de branchement dans X du morphisme 
quotient / : Y — ► X, et Ram Pensemble des points de ramification de /. On 
choisit, pour x G B, un point y x de Ram tel que f(y x ) — x. Soit B\ (resp. B^, 
B-t, ) le sous-ensemble de X forme des x tels que y x soit un point lisse de Y (resp. 
un point double d'inertie cyclique, un point double d'inertie diedrale). Remarquons 
que pour x dans B\ U B$ (resp. -B2), % est un point lisse de X (resp. x est un point 
double de X). 

Pour x dans B, il existe un relevement local 

Iy* >■ Aut fl A x 

R\\7 7 11 
ou A x est isomorphe a i?[[Z]l si x appartient a B\ et A x est isomorphe a ■ 

(Z1Z2 ~TT e *) 

pour x dans B2 U B3 , ou e x est un entier superieur ou egal a 1 , qui est de plus pair 
pour x dans B 2 . 
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Pour x un point de B, on note U x un voisinage affine de x dans X, inclus dans 
la reunion des composantes irreductibles de X qui contiennent x, et V x := f (U x ). 
On note U l'ouvert dense X \ B et V := J~\u). 



D'apres 2.6, il existe un i?-schema X propre et plat, normal, de fibre generique 
lisse sur K, de fibre speciale X, dont l'epaisseur au point double x de B2 est pe x . 
On notera X le i?-schema formel complete de X le long de sa fibre speciale, et U x 
l'ouvert de X correspondant a U x , pour x dans B. 

Pour x dans B, il existe un morphisme etale U x — > U x (qu'on peut supposer sur- 
jectif, quitte a restreindre U x ) tel que le morphisme V' x — > U' x obtenu par changement 
de base a partir de V x — > U x soit decompose, ie V x — Indf W x , ou W x est la com- 
posante connexe de V x contenant l'unique point au-dessus de y x . En utilisant les 



relevemcnts locaux choisis et le theoreme 2.S, on construit un relevement W' x — ► IA X 
de f\\y> compatible avec Paction de I V:c . 

Posons alors V' x := Ind^ W' x . C'est un relevement de f\ v , compatible avec Tac- 
tion de G. Un argument de descente etale (voir j^j lemme 3.6) permet alors de 
construire un relevement V x -^U x , galoisien de groupe G, de V x — ► U x . L'unicite du 
relevement du lieu etale nous permet de recoller ces relevements en un relevement 

y — » X de /, galoisien de groupe G. Comme / est propre, le theoreme d'algebrisation 
des faisceaux coherents (|| corollaire 5.1.6) permet de construire une O^-algebre 
coherente A dont le complete s'identifie a la 0_£-algebre coherente Oy. Posons alors 

y := Spec A. L'action du groupe G sur y se releve de maniere unique en une action 
de G sur y. Le couple (y, G) convient. D 
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